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ARTICLE INFO ABSTRACT 

Received:  5/1/2022 Rotary Inverted Pendulum (RIP) is a non-linear system that is considered a 

benchmark in control theory problem. It represents a broader class of 

under-actuated systems. Rotary inverted pendulum is a complex system, 

widely studied in many areas due to its complexity, nonlinearities and non-

minimum-phase system. In this work, the authors implement the input-

output feedback linearization techniques (IOFL) for the control of rotary 

inverted pendulum. With the scheme, the authors assess the stability of the 

system when applied the controller. The entire system has been modeled 

and tested by Matlab/Simulink toolbox, where the parameters of IOFL 

control is searched by genetic algorithm to make system stabilized at 

upright position. The program is built with Waijung library in 

Matlab/Simulink environment and the system was controlled through 

STM32F407VG Discovery microcontroller. Experiment results verify 

capable and competent characteristics of proposed optimal feedback 

linearization controller. The proposed method can be considered as a 

promising way for control of various similar nonlinear systems. 
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THÔNG TIN BÀI BÁO TÓM TẮT 

Ngày nhận bài:  5/1/2022 Con lắc ngược quay là hệ thống phi tuyến và là mô hình phổ biến trong 

các ứng dụng kiểm chứng kỹ thuật điều khiển. Hệ con lắc ngược quay đại diện 

cho một lớp các hệ thống under – actuated. Trong bài báo này, tác giả ứng 

dụng bộ điều khiển hồi tiếp tuyến tính hóa vào ra với đối tượng hệ con lắc 

ngược quay, để đánh giá độ ổn định của hệ thống. Mô phỏng được thực hiện 

trong môi trường Matlab/Simulink cho thấy thông số điều khiển được tìm 

kiếm thông qua giải thuật di truyền làm hệ thống cân bằng tại vị trí thẳng đứng 

hướng lên. Thuật toán điều khiển được xây dựng trong môi trường 

Matlab/Simulink thông qua vi điều khiển STM32F407VG Discovery. Kết quả 

thực nghiệm được trình bày để đánh giá độ ổn định, tính hiệu quả của bộ điều 

khiển mà tác giả xây dựng. 
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1. Giới thiệu 

Hệ con lắc ngược quay (rotary inverted pendulum - RIP) là một nền tảng thử nghiệm nổi tiếng để 

đánh giá các giải thuật điều khiển khác nhau. Hệ này đã được ứng dụng rất nhiều trong cuộc sống 

chẳng hạn như điều khiển các phương tiện trong lĩnh vực hàng không vũ trụ, người máy, xe hai bánh 

cân bằng. 

Cấu tạo cơ khí của RIP bao gồm hai thành phần là thanh cánh tay và thanh con lắc. Thanh cánh tay 

của hệ được kết nối với động cơ DC với mục tiêu cân bằng thanh con lắc ở vị trí thẳng đứng hướng 

lên. Các thông số trong cấu tạo cơ khí của hệ thống con lắc ngược quay được trình bày trong Hình 1, 

trong đó các thông số lần lượt là khối lượng thanh con lắc, chiều dài thanh con lắc, momen quán tính 

thanh con lắc, góc thanh con lắc và góc thanh cánh tay. Mô hình thực sẽ được trình bày trong phần 4.2 

của bài viết này.  

Điều khiển hồi tiếp là một cách tiếp cận để thiết kế bộ điều khiển phi tuyến, đã có rất nhiều nghiên 

cứu về vấn đề này [1, 2, 3]. Ý tưởng cốt lõi của bộ điều khiển hồi tiếp này là biến đổi đại số hệ thống 

phi tuyến thành tuyến tính (toàn bộ hoặc một phần). Từ đó, bộ điều khiển tuyến tính có thể được ứng 

dụng trên hệ thống. Theo tài liệu [4], tác giả đã nghiên cứu xây dựng bộ điều khiển hồi tiếp tuyến tính 

hóa vào ra bám quỹ đạo nhưng đáp ứng ngõ ra hệ thống khi bám quỹ đạo kém. Trong tài liệu [3], tác 

giả đã thực hiện phân tích bộ điều khiển hồi tiếp tuyến tính hóa vào ra và kiểm chứng trên hệ 

Pendubot. Tác giả đã thực hiện lựa chọn hai tín hiệu ngõ ra lần lượt là phụ thuộc vào góc lệch thanh 

con lắc và phụ thuộc cả góc lệch thanh con lắc và thanh cánh tay. Mục đích nhằm so sánh đáp ứng ngõ 

ra của hệ thống Pendubot.  

Bố cục bài báo gồm 5 phần. Phần 1 giới thiệu về hệ RIP và bộ điều khiển tuyến tính hóa vào ra. 

Phần 2, tác giả thực hiện phân tích mô hình, phương trình động lực học, các thông số hệ thống. Trong 

phần 3, tác giả trình bày phương pháp xây dựng bộ điều khiển tuyến tính hóa vào ra cho hệ RIP. Kết 

quả mô phỏng và thực nghiệm được trình bày trong phần 4. Cuối cùng, trong phần 5, tác giả tổng kết, 

kết luận về giải thuật đã được xây dựng và kiểm nghiệm trong mô phỏng và trên thực tế. 

2. Mô hình hệ thống [5] 

Như đã trình bày trong Phần 1, cấu trúc hệ RIP được thể hiện ở Hình 1. Hệ thống bao gồm 2 thanh. 

Thanh thứ nhất được gọi là thanh con lắc và thanh thứ hai được gọi là thanh cánh tay. Góc của thanh 

con lắc và thanh cánh tay lần lượt là và  . Thông số của hệ thống được liệt kê trong Bảng 2. 

 
Hình 1. Cấu trúc vật lý hệ con lắc ngược quay 

Tổng động năng của hệ:  

 
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(1) 

Tổng thế năng của hệ: 

 1 cosp pV m gL    (2) 

Phương trình Lagrangian có dạng: 

L K V   (3) 
Theo phương pháp Euler-Lagrange, phương trình động lực học của hệ thống (4) và (5): 
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(5) 

Bằng một số tính toán cho (4) và (5), hệ phương trình động lực học của hệ con lắc ngược quay có 

dạng như tài liệu [5]: 
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(7) 

Tuy nhiên, để phù hợp và dễ dàng hiệu chỉnh cho động cơ cũng như dễ dàng áp dụng thuật toán 

điều khiển lên mô hình thực. Tín hiệu điều khiển được nhóm tác giả quy đổi từ dạng momem về điện 

áp. Phương trình (8) mô tả tín hiệu momen theo điện áp. 

3 2 1k k k e       (8) 

Trong đó 1 2 3; C ;t t
m b m

m m

K K
k k K k J

R R
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Theo tài liệu [5] và [6], các thông số động cơ được nhóm tác giả nhận dạng. Các thông số này được 

trình bày trong Bảng 1: 

Bảng 1. Thông số động cơ 

Lm (H) 0.1756 

Kb (V / (rad / sec)) 0.0531 

Kt (Nm/A) 0.0014 

Rm ( ) 11.7356 

|Tf| (N.m) 0.0014 

Jm (kg.m2) 0.0195 

Cm ((N.m / (rad / sec)) 3.7757e-05 

Kết hợp các phương trình (6), (7), (8), chúng ta có phương trình tổng động năng của hệ là: 

( , ).( , ) ( , , , ).( , ) ( , )D C G v               (9) 
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Các thông số hệ thống được liệt kê và mô tả trong Bảng 2: 

Bảng 2. Thông số hệ thống 

No Thông số Mô tả Đơn vị Giá trị 

1 
pm  Khối lượng con lắc kg 0.027 

2 
pL  Độ dài con lắc m 0.328 

3 
pJ  Momem quán tính thanh con lắc kg.m 0.0046617 

4 
rL  Độ dài cánh tay m 0.205 

5 
rJ  Momem quán tính thanh cánh tay kg.m 0.0019 

6 g  Gia tốc trọng trường m/s2 9.81 

7 
rB  Ma sát thanh cánh tay NA 0.0017 

8 
pB  Ma sát thanh con lắc NA 0 

Để biến đổi phương trình động lực học về dạng phương trình trạng thái, nhóm tác giả giả định 

sin  , sin   , cos 1  , cos 1  . 

Các biến trạng thái được xác định như sau: 

1 2 3 4; ; ;x x x x       ;  1 2 3 4

T
x x x x x ;  1 3

T
y x x  

Hệ thống được mô tả bằng phương trình trạng thái có dạng như sau: 
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Từ phương trình (6), (7), (8), (9), biến  ,   được tìm thấy và sau đó được thay thế thành (11) để 

tính toán ma trận A, B như (12) (Tại vị trí cân bằng, chúng ta xem biến , , , ,e    bằng 0). 
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(12) 

Với ma trận tuyến tính, ta thấy ma trận điều khiển Mct=[B AB A2B A3B] có rank=4, tức hệ điều 

khiển được. 

3. Điều khiển cân bằng 

3.1.Phương pháp hồi tiếp tuyến tính hóa vào ra cho hệ thống phi tuyến 

Xét đối tượng điều khiển: 
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x f x g x u
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(13) 

Trong đó: , ( ), ( )x f x g x  là các vector n x 1 

           ( )h x là một hàm vô hướng của vector x 

Xác định luật điều khiển u (x) (x) v    và phép biến đổi trạng thái T(x)   sao cho hệ 

thống mới H’ tuyến tính 

H'
z Az Bv

y Cz

 
 


 

(14) 

 

Định nghĩa: Đạo hàm Lie theo phương f(x) của hàm vô hướng h(x) là một vô hướng, kí hiệu 

(x)fL h được định nghĩa như sau: 

(x) ( )f

h
L h f x

x





 
(15) 

Đạo hàm Lie được định nghĩa một cách đệ quy như sau: 

1(L ( ))
L ( ) ( )

n

fn

f

h x
h x f x

x
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0L ( ) h(x)f h x   
(16) 

Ta cũng có: 
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(17) 

Theo luật điều khiển hồi tiếp tuyến tính hóa ta có: 

y L ( ) L ( )f gh x h x   (18) 

Nếu 2L ( ) 0 y L ( ) L ( ) L ( )g f f f gh x h x y h x L h x       

Nếu 2 3 2L L ( ) 0 L ( ) y L ( ) L L ( )ug f f f g fh x y h x h x h x       

Nếu 
2 3L L ( ) 0 y L ( )g f fh x h x    

Định nghĩa: Hệ thống H có bậc tương đối là p nếu và chỉ nếu hai điều kiện sau được thoả mãn: 

2

( 2)

( 1)

( ) ( ) ( ) ...

... ( ) 0

( ) 0

g g f g f

p

g f

p

g f

L h x L L h x L L h x

L L h x

L L h x





   


 




 

(19) 

Nếu (18) thỏa mãn, ta có: 
( ) ( ) ( 1)( ) L ( )p p p

f g fy L h x L h x u   

Luật điều khiển tuyến tính hóa hệ thống được xác định bởi: 

( 1) 1 ( 1)(L L h(x)) [v L h(x)]p p

g f fu      (20) 

3.2. Ứng dụng vào hệ RIP 

Các phân tích về hệ RIP được trình bày trong Phần 2 của bài viết. Từ đó, ta cần xác định điều khiển 

hệ về vị trí cân bằng. Vậy 2 biến tác giả quan tâm là biến 1x  và 3x . RIP là một hệ SIMO (một vào 

nhiều ra), mặt khác phương pháp tuyến tính hóa yêu áp dụng cho hệ có số đầu vào bằng số đầu ra. 

Chính vì vậy, ta cần chọn lựa hàm y là hàm tổ hợp các biến ngõ ra. Chọn ngõ ra ( )y h x  là một hàm 

chỉ theo 1x , 3x  tức theo góc lệch thanh cánh tay và góc lệch thanh con lắc. Theo tài liệu [3], sơ đồ khối 

như Hình 2. mô tả biến đổi tuyến tính hóa vào ra thành dạng Byrnes-Isidori.  
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Hình 2. Bộ điều khiển tuyến tính hóa vào ra 

Trong phương pháp này, quan hệ vi phân tuyến tính được tạo ra giữa biến ngõ ra y  và một biến 

ngõ vào mới, v . Đạo hàm phương trình ngõ ra, ta có 

( ) ( )

( ) ( )f g

h h
x f x g x u

x x

L h x L h x u

 
 

 

 

 

(21) 

Luật điều khiển có thể được xác định như sau: 

4

3

( )

( )

f

g f

v L h x
u

L L h x


  

(22) 

Với v Kz   

Trong đó: 

- K là một ma trận dương cần được lựa chọn:  1 2 3 4K K K K K  với n là số bậc của hệ 

thống.  

- z là biến trạng thái:  1 2 3 4z z z z z  ; 2

3

( )

(x)

( )

( )

f

f

f

h x

L h
z

L h x

L h x

 
 
 
 
 
  

 

Các giá trị fL h , 
2

fL h , 
3

fL h , 
4

fL h , 
3Lg fL h  được tính toán trong phần Phụ lục A. Nhóm tác giả 

thực hiện chọn lựa 1y x . Như đã phân tích, hệ con lắc ngược quay là hệ bậc 4. Vì vậy, giá trị 4n  . 

Các giá trị trong ma trận dương K được nhóm tác giả lựa chọn bằng giải thuật di truyền (GA). Thông 

số các giá trị sau khi được tìm kiếm bằng GA được trình bày trong Bảng 3.  

Bảng 3. Thông số điều khiển hệ thống 

1K  2K  3K  4K  

7.7891 61.9113 59.9704 7.9275 

4. Mô phỏng và thực nghiệm 

4.1. Kết quả mô phỏng 

Ổn định bằng phương pháp tuyến tính hóa vào ra 

Ổn định hệ RIP được trình bày từ Hình 3. đến Hình 6. Thông số để thực hiện mô phỏng được nhóm 

tác giả liệt kê trong Bảng 1., Bảng 2. và Bảng 3. Các giá trị ban đầu của RIP được lựa chọn lần lượt: 

 (23) 

 (24) 

 (25) 

 (26) 
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Hình 3. Góc thanh con lắc lần lượt với các giá trị ban đầu từ (23) đến (26) (rad) 

 
Hình 4. Vận tốc góc thanh con lắc với các giá trị ban đầu từ (23) đến (26) (rad/s) 

 
Hình 5. Góc thanh cánh tay với các giá trị ban đầu từ (23) đến (26) (rad) 

 
Hình 6. Vận tốc góc thanh cánh tay với các giá trị ban đầu từ (23) đến (26) (rad/s) 
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Kết quả mô phỏng được trình bày từ Hình 3 đến Hình 6 với 4 bộ giá trị ban đầu được nhóm tác giả 

liệt kê từ (23) đến (26). Khi áp dụng luật điều khiển như phương trình (22) và bộ thông số điều khiển 

tìm được thông qua giải thuật di truyền GA, kết quả từ Hình 3 đến Hình 6 cho chúng ta thấy rằng với 

bộ giá trị ban đầu (23) đến (26), bộ điều khiển có khả năng giữ cân bằng thanh con lắc tại vị trí ổn định 

và duy trì thanh cánh tay quanh điểm cân bằng. Bộ điều khiển hồi tiếp tuyến tính hóa vào ra được tác 

giả đề xuất có thể điều khiển thanh con lắc của hệ giữ ở vị trí thẳng đứng hướng lên. Chính vì vậy, với 

bộ điều khiển này cho phép hệ có thể đạt được mục tiêu điều khiển trong phạm vi vùng cân bằng một 

cách nhanh chóng. 

Theo Hình 5 mô tả đáp ứng ngõ ra thanh cánh tay tiệm cận về giá trị 0.12 rad và duy trì tại vị trí đó. 

Với ngõ ra mà nhóm tác giả lựa chọn tại Mục 3.2, trong phương trình này ngõ ra chỉ tập trung vào 

biến góc lệch thanh con lắc, nên đáp ứng ngõ ra thanh cánh tay duy trì tại vị trí góc lệch 0.12 rad, chưa 

có khả năng về vị trí góc lệch bằng 0. 

4.2. Kết quả thực nghiệm 

Mô hình thực hệ thống con lắc ngược quay 

Mô hình thực hệ thống con lắc ngược quay được trình bày trong Hình 7 và sơ đồ điện của hệ thống 

được trình bày trong Hình 8. 

 

Hình 7. Mô hình thực hệ con lắc ngược quay 

 

Hình 8. Sơ đồ kết nối phần điện 

Thành phần hệ: 

1. Thanh con lắc 

2. Thanh cánh tay  

3. Encoder thanh con lắc 

4. Động cơ DC 

5. Encoder thanh cánh tay 

6. STM32F407 Discovery 

7. Cầu H 

8. UART CP2102 

9. Nguồn xung 24VDC-10A 

Điều khiển ổn định áp dụng phương pháp tuyến tính hóa vào ra 

Kết quả thực nghiệm được nhóm tác giả trình bày từ Hình 9 đến Hình 12.  

 
Hình 9. Góc thanh con lắc (rad) 

 
Hình 10. Vận tốc góc thanh con lắc (rad/s) 
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Hình 11. Góc thanh cánh tay (rad) 

 
Hình 12. Vận tốc góc thanh cánh tay (rad/s) 

Theo kết quả thực tế được trình bày từ Hình 9 đến Hình 12, bộ điều khiển hồi tiếp tuyến tính hóa 

vào ra có thể giữ thanh thứ nhất của hệ quanh vùng cân bằng tại vị trí thẳng đứng hướng lên. Theo 

Hình 11, đáp ứng ngõ ra của góc lệch thanh cánh tay dao động và không thể về 0 như kết quả mô 

phỏng được trình bày ở Hình 5 và Hình 6. Đáp ứng thanh cánh tay không thể về 0 vì sự lựa chọn 

phương trình 1y x  như đã trình bày ở Phần 3.2 Đây có thể được xem là một khuyết điểm của bộ 

điều khiển hồi tiếp tuyến tính hóa vào ra cho các hệ thống SIMO. Tuy nhiên, đáp ứng ngõ ra của hệ 

thống có thể được cải thiện bằng cách chọn lựa phương trình ngõ ra y và tối ưu để Matlab có thể tính 

toán phương trình điều khiển.  

5. Kết luận 

Như đã đề cập ở đầu bài về xây dựng bộ điều khiển hồi tiếp tuyến tính hóa cho hệ RIP, nhóm tác 

giả đã xây dựng thành công phương pháp điều khiển cho hệ con lắc và duy trì thanh con lắc của hệ 

quanh vùng cân bằng ở trị thẳng đứng hướng lên. Tuy nhiên, đáp ứng ngõ ra thanh cánh tay hệ thống 

chưa có kết quả đáp ứng tốt do tác giả chọn lựa hàm h(x). Chính vì vậy, việc lựa chọn hàm h(x) sẽ 

giúp cải thiện đáp ứng ngõ ra thanh cánh tay và thanh con lắc. Đây được xem là một hướng phát triển 

cho đề tài này. 

PHỤ LỤC A 

Một số tính toán cho bộ điều khiển: 

1h x  
2

1 2 3 4

*
f f f f

f

L h L h L h L h
L h f

x x x x

    
  

    
 

 2 1 4 2f
T

x f x f  
2 2 2 2

3

1 2 3 4

*f
f f f f

f

L h L h L h L h
L h

x x x x

    
  

     
 

1 2[0 0 ]Tg g g  
3 3 3 3

4

1 2 3 4

*f
f f f f

f

L h L h L h L h
L h

x x x x

    
  

     
 

1 2 3 4

*f

h h h h
L h f

x x x x

    
  

    
 

3 3 3 3

3

1 2 3 4

L *g
f f f f

g f

L h L h L h L h
L h

x x x x

    
  

     
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