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TOM TAT

Cac dinh ly gici han, ddc biét la cdc dinh ly vé ludt sd lom, dong mot vai tro vo cung quan
trong trong ly thuyét xdc sudt va thong ké Todn hoc. Ludt s6 lom dwgc Bernoulli thiét lgp nam 1713
la nguon goc cua ly thuyet xdc sudt hién dai ngay nay ma dya trén h¢ tién dé xdc sudt cia
Kolmogoroy dwa ra vao nam 1933. Cac két qua noi bat vé lugt so  Iom thong thirong ¢ hai dang la
lugt yéu so lon va ludt manh 6 Ién. Trong s6 nhitng thanh tuu trén c6 thé ké dén dinh Iy
Kolmogorov cho cdc bién ngdu nhién déc ldp cing phdn phoi ciing nhir cdc két qua khdc cia
Khintchine, Feller, Birkhoff, Prohorov, Petrov, Martikainen, Gut va nhiéu nha nghién ciru khéc. Xu
huwéng chung ciia cdc bai bdo la mé réng cdc két qua cé dién bang cdch thay thé boi cdc diéu kién
phu thuée yéu hon, chang han nhu Pphu thuoc martlngale phu thuoc Markov, m-phu thugc, m-phu
thuéc theo khoi, phu thuéc am, lién két am va phu thugc cong tinh trén dm. Trong bai bdo nay,
chiing 16i dwa ra mét dang moé réng cho ludt yéu sé lon Kolmogorov — Feller cho cac bién ngau
nhién phu thudc cong tinh trén aGm voi diéu kién cdc bién ngau nhién nay bi chin ngau nhién.

Tuwr khoa: phu thuoc cong tinh trén am, bi chan ngau nhién; ludt sé 1om; bién doi deu; hoi tu
theo xdc sudt.

ABSTRACT

The limit theorems, especially the theorems of the law of large numbers, play a very
important role in the theory of probability and mathematical statistics. Law of the large
number established by Bernoulli in 1713 was the origin of the modern probability theory
based now on the solid axiomatic foundation proposed by Kolmogorov in 1933. There are a
number of brilliant results concerning the law of large numbers in weak and strong forms.
Among them one can mention, e.g., the Kolmogorov theorem for independent identically
distributed random variables, the results by Khintchine, Feller, Birkhoff, Prohorov, Petrov,
Martikainen, Gut and many other researchers. The general trend is to extend the classical
results by analysis of dependent summands, such as martingale dependence, Markov
dependence, m-dependence, blockwise m-dependence, negative quadrant dependence,
negatively association, and negatively superadditive dependence. In this paper, we give a
version of the Kolmogorov - Feller law of the large number for negatively superadditive
dependent random variables and stochastically dominated random variables.

Keywords: negatively superadditive dependent; stochastically dominated; law of large
numbers; regularly varying, convergence in probability.

1 GIOI THIEU yéu sd lon Kolmogorov — Feller, nghia 1a hai
' ’ ménh dé sau la tuong duong
Cho {X,X,,n<1} la day céc bién ngiu

o aa tah o = (i) nP(]X|>n)—0.
nhién doc 1ap cung phan phdi théa man luat
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(it) %ixi —EX]I(|X| < n)—>0 theo xdc sudt.
i=1

Luat yéu sb 16n Kolmogorov — Feller da
duoc nhiéu tac gia ching minh va mo rong
(xem [1], [2], [3]). Trong luét yéu sd 16n
Kolmogorov — Feller, diéu kién cac bién
ngau nhién ddc lap la rit manh. Vi thé, nhiéu
nha todn hoc da khong ngung thay thé didu
kién doc lap boi cac diéu kién yéu hon,
chang han doc lap d6i mot (pairwise
independent) (xem [4]), phu thudoc am
(negative quadrant dependent) (xem [5]), li€n
két am (negatively associated) duoc dua ra
bdi Alam va Saxena (xem [6]) va duoc
nghién ctru bdi Joag — Dev va Proschan (xem
[7]) va Block (xem [8]). Trong bai bdo nay,
chung t61 sir dung diéu kién phu thudc cong
tinh trén am (negatively superadditive
dependent) (xem [9]). Hu [9] dua ra vi du chi
ra rang, didu kién nay rat yéu so véi diéu
kién lién két am. Trong bai bao nay, chiung
t6i thiét lap luat yéu s0 lon Kolmogorov —
Feller cho cic bién ngau nhién phy thudc
cong tinh trén am véi diéu kién cac bién ngiu
nhién bi chan ngﬁu nhién.

Dinh 1y sau day 1a két qua chinh cua bai
bao nay.
Pinh Iy 1. Gia st {X;, i>1} 1a ddy cac bién
ngﬁu nhién phu thudc cong tinh trén am bi
chin ngiu nhién bai bién ngiu nhién X sao

cho P(|X|>x) thuec RV(p), p>-1.
Khi d6, v6i cac s6 thuc khong am o, 5

0£a<%,ﬂ>0 va limnP(|X|>n"#) =0 thi

1 & X —EXI(|X;|<n“”)

max —- - —0
1<k<n nﬂ i¢
theo x4c suat khi N—>oo. (1)

2. MOQT SO KIEN THUC CHUAN BI
Trude khi chimg minh két qué chinh,
chung 61 trinh bay mot s6 khai niém va bo
dé phuc vu chiing minh Pinh 1y 1.
Dau tién chung toi sir dung khai niém anh
xa cong tinh trén (superadditive) dugc gidi

thiéu trong [10] va mot diéu kién mé rong cho
tinh phu thugc am dugc goi 1a phu thude cong
tinh trén am dugc trinh bay trong [9].

Dinh nghia 2. Anh xa ¢:; " —; duogc goi
la cong tinh trén (superadditive) néu vdi moi
X, Y thugc i " thi

P(XVY)+o(xAy)=p(x)+o(y).

trong do

xv y=(max{x, y.} max{x,, Y.} ..., max{x,, y,})
xAy=(min{x, y}min{x,, y,} ..., min{x,, y,})

VO X=(X, X, oy %) VA Y =(Yy, Yor e Yy )-

Pinh nghia 3. Diy hitu han cac bién ngiu
nhién X, X,, ..., X, dugc goi l1a phu thudc
cong tinh trén am néu thoa man

Bo (X, Xy, o, X, ) SE@(Y, Yy, 0, Y,), 2)

trong d6 Y,,Y,, ...,Y, 1a cac bién ngau nhién
doc 1ap sao cho X, va Y, cung phan phdi véi
moi 1:1<i<n vi ¢ 1a anh xa cong tinh
trén sao cho céc ky vong trong bat dang thirc
(2) 1a ton tai.
Pinh nghia 4. Diy vo han cac bién ngiu
nhién {X;,i>1} duoc goi 1a phu thugc cong
tinh trén 4m néu moi tdp con hiru han cua
{X;,i=1} 1a cac bién ngau nhién phu thudc
cong tinh trén am.

Tiép theo chiing toi trinh bay khai niém
ham bién d6i déu va ham bién d6i cham (xem

[11D).

Pinh nghia 5. Cho @ thugc j, ham sb
U :[a,00) —>(0,00) dugc goi la bién doi déu
(regularly  varying) bacp, ky hicu
U e RV(p) néumoi gid tri t duong thi

lim M =t”.

()

Dic biét, néu p=0 thi ham s6 U dugc
goi 12 ham bién ddi cham (slowly varying),
ky hiéu U € SV.
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~ Dinh nghia sau day trinh bay day cac
bién ngau nhién bi chan ngau nhién bdi mot
bién ngau nhién.
Pinh nghia 6. Diy cac bién ngiu nhién
{Xi,i 21} duoc goi la duoc goi 1a bi chan
ngau nhién (stochastically dominated) boi
bién ngau nhién X néu ton tai hing sé6 C
duong sao cho
P(|X,|>x)<CP(|X|>x),

vO1 moi x>0 ya n=>1.

Hai bd dé sau day duoc st dung dé
chung minh Dinh 1y 1 (xem [9]).
Bé dé 7. Gia st X, X,, ..., X, la cac bién
ngﬁu nhién phu thudc cdng tinh trén am va
fi for s fo 13 cac ham don diéu tang. Khi
do, f,(X,), f,(X,), ., f,(X,) la cac bién
ngau nhién phy thudc cong tinh trén am.
B6 dé 8. Gia stt X, X,,..., X,, n>2 1a cac
bién ngéu nhién phu thudc cong tinh trén am

kha tich bac hai c6 ky vong 0. Khi do, voi
moi ¢ duong thi

K 8 &
A < — A
P(r}gg ;X, >gj_ = > Var X,.

i=1
Bo dé tiép theo 1a mot tinh chat co ban
ctia diy cac bién ngdu nhién bi chin ngiu
nhién, ching t6i lugc b chirmg minh chi tiét.
B6 d¢ da dugc ching minh trong [12].

Bo dé 9. Gia sir diy cac bién ngiu nhién
{X,,i=1} bi chin ngu nhién boi bién ngiu
nhién X. Khi d6, véi moi @ duong va b
duong, ton tai cac hing sé duong C,,C, sao
cho cac ménh dé sau la ding

@) BIX,["I(X,[<b)<
CE|X|"I(|X| <b)+b“P(|X|>b).
(i) B|X,["I(|X,|>b)<C,E|X["I(|X|>b).

Bo6 dé sau day 1a mot két qua don gian.

B6 dé 10. Gia sor @ 1a sb thuc duong thoa
man 0£a<l. Khi @6, tdn tal hﬁng s6 C
2

duong sao cho bat dang thirc sau dugc thoa
man

|

D S-<Cn?,
o

iz |

B dé ké tiép 1a mot két qua ndi tiéng
cua Karamata (xem [11]).
B6 dé 11. (Karamata) Gia st f xac dinh
trén [X;o00) va f thuge RV(p). Khi do,

voi moi o > —(p+1) thi

a+l
Iim}&:a+p+l.
Jref (t)dt
X

Cudi clng, ching t6i dua ra mot bo dé
dugc st dung tryc tiép dé ching minh Pinh
ly 1.

Bo dé 12. Gia sir {X,,i>1} la ddy cdc bién
ngau nhién phy thudc cong tinh trén am bi
chan ngiu nhién boi bién ngiu nhién X thoa
mén P(|X|>x) thuoc RV(p),p>-1. Véi

mdi 11121 va cac sb thuc khong am «, 5
0£a<%,ﬁ>0 dat

X, =-n“’I(X; <-n*")

+XI(|X| <=0 )+ n P I(X > ne ),
m,, :E(XiH(|Xi| < n“*ﬁ)).

Khi d6, néu limnP(|X|>n“")=0 thi céc

n—oo

ménh dé sau la ding

: 1R Exi_min
() limmax 52 —5—"|=
o B(|X|I(]X,|<n*”

n— nﬂ ) i¢
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o B(X1(|]X|<n* 7))

(iii) !mnﬂ 5 =0.
. n P(|X|>n*”
(iv) Iing“ZM=O.
o i I
Chirng minh.

(i) Ap dung Bd dé 10, ta co

a+ﬁ a+
<maxikE( ]I(|X|>n ﬁ))
1<k<n nﬂ i%

1 & ]E(n“*ﬂ]I(|Xi|>n“*ﬂ))

n’ < i
n IP’(|X |>n‘”ﬂ)

na
1
<Cn"‘]P’(|X|>n“*'”) =
i=1
gCnZ“]P(|X|>n”‘*ﬂ)Zn:%

iz |

<CnP(|X|>n“")—0.

(i) Ap dung B6 @& 9, B6 dé 10, B6 dé 11,

ta cod
1 & B(x[x(jx <))
nf & i

CE(|X|]I(|X|Sn“*”))+n“*”19>(|x|>n“*”) "

< =

n,B i=1 ia
CE(|X|]I(|X|Sn“*”’)j+n“*ﬁ19>(|x|>n“*”) ™
< -
- nﬁ_a =) i2a

. S (N (=)

na+ﬁ—1

+CnIP>(|X|>n“+/’)

<CnP(|X|>n""")—0.

(iii) Ap dung B dé 9, Bb dé 10, B6 dé 11,

ta co

1 & B(X

I(x|<n"7))

2a
i1 |

+n2“IP>(|X| > n“””)ii

<Cn*P(|X|> n‘”f’})z =

|lI
SCnIP’(|X|>n‘”ﬁ)—>O.
(iv) Taco
P(|X;|>n"")

nzai ( iiZa

i=1

<Cn*P(|X|>n"") L

2a
iz |

<CnP(|X|>n“")—0.

B6 dé duoc chimg minh. W

3. KET QUA CHINH
3.1. Chirng minh Pinh ly 1
Véimdi k >1, dat,

X —m X —m

S =D — s_=z '

i=1 I i=!

Khi do, véimoi ¢~ Q,tacod

1
P(nﬁ 1<k<nIS |>€j
a+ 1
<ZIP’(|X |>n 'B)+IP’(nﬂ max

=1 +1,

S‘>8j
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vOl1

1, =§n:19>(|xi| >n“’)<CnP(|X|>n“*) -0,
i=1

= |1,1 + I1,2-

Tur B6 dé 12 (i), ta ¢6 1,, — 0. Ap dung
B6 dé 7, B6 dé 8, B6 dé 13, ta co

X X EX en’
(Ll«n Z % 2 J

=)
e e

anIP’(|X|>n‘”ﬁ)

C < E(Xf]l(|xi|§n“+/’))

n2# = j2a

— 0.

W

Pinh 1y dugc chirg minh.
3.2. HE qua va vi du
Hg qua 13. Gia st {X;,i>1} l1a ddy c4c bién
ngﬁu nhién phu thudc cong tinh trén am va bi
chin ngiu nhién boi bién ngiu nhién X thoa

5

man IP’(|X|>X) thudc RV(p),p>—1. Khi
d6, voi cac sb thuc khong am o,f:

0S0(<%,ﬂ>0 va !]iLTO]CnP(|X|>na+ﬂ):0
thi

1<k<n n'B Z

theo x4c suét, khi N — .
Chirng minh.
Vé&imoi &>0, ap dung B6 dé 12 (i), ta c6

maxX—- ) —>¢
(1<k<n nﬂ Z j

1| X —m e
<Pl max—|y —> =2
(]sk<n nﬂ ; i¢ ZJ

k m .

F rjl]ka<)r$n'5' ,21: i
1 Xi_min &
< L LU _
B >2J

(max

H¢ qua dugc chirng minh.

W

Vi du 14. Gia sit {X,,i>1} la ddy cac bién
ngau nhién phy thudc cong tinh trén &m va bi
chiin ngiu nhién bdi bién ngiu nhién X co
ham phan phoi

1- e”x"logx khi x > e,
F(x) =
khi x < e,
trong d6 p>-1. Khi d6, véi cac s6 thuc
khong am a,ﬂ:03a<%,ﬂ>05ao cho

o(a+ B)+1<0 thi ta co luat yéu so lon,

1 & X —BXI(|X,]<n*”)

12
|

-0

theo x4c sut, khi N — .
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