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TÓM TẮT 

Bài báo trình bày các kết quả nghiên cứu việc điều khiển con lắc ngược di động. Trước hết, 
hệ phương trình trạng thái của hệ được tuyến tính hóa bằng phương pháp tuyến tính hóa tại 
điểm làm việc và tuyến tính hóa bằng hồi tiếp. Sau đó, bộ điều khiển gán cực, thiết kế bằng 
phương pháp đại số, được thiết kế để điều khiển hệ thống đã được tuyến tính hóa.Kết quả mô 
phỏng của hai bộ điều khiển này trên Matlab – Simulink cho thấy bộ điều khiển thiết kế theo 
phương pháp tuyến tính hóa bằng hồi tiếp cho đáp ứng tốt hơn so với bộ điều khiển thiết kế 
bằng phương pháp tuyến tính hóa điểm làm việc. 

ABTRACT 

This paper focuses on controlling a mobile inverted pendulum. Firstly, two methods of 
linearization were applied to the state equation: feedback linearization and linearization 
around the operating point. Then, two poles-placement controllers, designed by polynomial 
method, were used to control the linearized system. Finally, the results by simulating on 
Matlab – Simulink show that the feedback lineariztion controller is better than the  controller 
which uses the method of linearization around operating point .   

1. GIỚI THIỆU 

Con lắc ngược là một hệ phi tuyến đa 
biến thường được dùng để kiểm tra các giải 
thuật điều khiển tự động do hoạt động của 
nó phụ thuộc rất nhiều vào giải thuật điều 
khiển. [4], [5], [6], [7], [8]. 

Trong bài báo này, trước hết tác giả xây 
dựng hệ phương trình phi tuyến mô tả hoạt 
động của hệ con lắc ngược di động trên cơ 
sở phân tích các lực tác dụng lên hệ. Sau 
đó, hai phương pháp tuyến tính hóa đã được 
áp dụng, tuyến tính hóa tại điểm làm việc 
và tuyến tính hóa bằng hồi tiếp, để đưa hệ 
phi tuyến về dạng tuyến tính đối với góc 
nghiêng của thân con lắc. 

Với mô hình tuyến tính vừa thu được, 
tác giả tiến hành thiết kế bộ điều khiển gán 
cực bằng phương pháp đại số [3]. Kết quả 
mô phỏng trên Matlab – Simulink cho thấy 

bộ điều khiển hoạt động được, có khả năng 
ứng dụng vào thực tế.  

2. MÔ HÌNH TOÁN HỌC 

2.1. Mô hình tuyến tính của động cơ 
DC [8] 

 

Hình 1. Mô hình động cơ DC 

Moment m tỷ lệ với dòng điệni chạy 
trong phần ứng của động cơ: 

m = km.i (2.1) 

Điện áp Vemf, sinh ra khi cuộn dây động 
cơ quay trong từ trường, được xấp xỉ bằng 
hàm tuyến tính của vận tốc trục: 
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Vemf = ke (2.2) 

Theo định luật Kirchoff, ta có phương 
trình sau: 

 
(2.3) 

Theo định luật về chuyển động của 
Newton, ta có: 

 
(2.4) 

Từ các phương trình (2.1), (2.2), (2.3) và 
(2.4), bỏ qua độ tự cảm và ma sát trên trục 
động cơ, ta có hàm quan hệ giữa tốc độ 
quay, điện áp đặt vào động cơ và moment 
tải 

 
(2.5) 

2.2. Mô hình con lắc ngược di động [8] 
2.2.1. Bánh xe 

 

Hình 2.Các lực tác dụng trên bánh xe của 
con lắc ngược di động 

Áp dụng định luật về chuyển động của 
Newton, ta có các biểu thức sau: 

Tổng hợp lực tác dụng trên bánh xe theo 
phương x: 

 (2.6) 

Tổng hợp lực tại tâm bánh xe: 

 (2.7) 

Từ (2.4), (2.6) và (2.7), ta có biểu thức 
Newton cho bánh phải: 

 

 

 
 

(2.8) 

Thực hiện tương tự cho bánh trái: 

 

 

 
 

(2.9) 

Gia tốc dài và vận tốc dài của bánh xe: 

 
(2.10) 

 
(2.11) 

Từ (2.8), (2.9), (2.10) và (2.11) ta có 
biểu thức (2.12) 

(2.1
2) 

2.2.2. Thân con lắc 
Áp dụng định luật về chuyển động của 

Newton cho các lực tác dụng theo phương 
ngang, ta có: 

(2.1
3) 

Các lực tác dụng vào con lắc theo 
phương vuông góc: 

 
 

(2.
14
) 

 

Hình 3.Các lực tác dụng trên thân con lắc 
ngược di động 

Tổng moment tác động tại trọng:  



 
17 

 

 
 

(2.15) 

 

Đặt: 

 

 

Từ (2.4), (2.6), (2.11), (2.12), (2.13), 
(2.14) và (2.15), với các biến trạng thái y1 = 

, y2 = , y3 = x, y4 = , ta có hệ (2.16) 

 

(2.16) 

Từ (2.16), ta thành lập được mô hình 
Matlab – Simulink của con lắc ngược di 
động như trong hình 4 

3. THIẾT KẾ BỘ ĐIỀU KHIỂN 

Bảng 3.1 Thông số hệ thống 

Thông 
số 

Ý nghĩa Giá trị 
Đơn 

vị 

g 
Gia tốc trọng 

trường 
9.81 m/s2 

r Bán kính bánh xe 0.051 m 

Mw 
Trọng lượng 

bánh xe 
0.03 Kg 

Mp 
Trọng lượng thân 

con lắc 
1.13 Kg 

Iw 
Moment quán 
tính  bánh xe 

0.000039 Kg.m2 

Ip 
Moment quán 

tính của con lắc 
0.0041 Kg.m2 

L 
Khoảng cách 

giữa tâm bánh xe 
và trọng tâm  con 

0.07 m 

lắc 

km Hằng số moment 0.006123 Nm/A 

ke 
Hằng số sức điện 
động phản kháng 

0.006087 Vs/rad 

R 
Điện trở danh 

định 
3 Ohm 

3.1. Tuyến tính hóa tại điểm làm việc 
[1] 

Khi góc  0, sin() =sin(y1)= , cos() 
= cos(y1)= 1, , hệ phương trình 

(2.16) được tuyến tính hóa như sau: 

 

Viết dưới dạng ma trận: 

 

(3.2) 

 
Hình 4.Mô hình phi tuyến của con lắc 
ngược di động trên Matlab - Simulink 
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Từ 3.2, ta tính được hàm truyền của hệ 
thống tuyến tính hóa: 

 
 

(3.3) 

Bộ điều khiển gán cực có dạng sau: 

 
(3.4) 

Phương trình đặc trưng: 

 (3.5) 

Sau khi thử nghiệm với các cực khác 
nhau, ta chọn đặt các cực của hệ thống ở 
các vị trí (-1; -1; -1; -10; -20; -80) do thời 
gian đáp ứng và khả năng chịu sai số tốt. 
Phương trình đặc trưng mong muốn có 
dạng như (3.6) 

 

 
(3.6) 

Cho (s) = d(s), đồng nhất hai vế, ta 
thu được d1, d2, d3 và c1, c2, c3 

 
 

(3.7)

Tiến hành mô phỏng điều khiển hệ thống 
phi tuyến bằng bộ điều khiển (3.7), như 
trong hình 5, với các góc khởi động khác 
nhau: 

 0 = 0,005 (rad) 
 0 = 0,01 (rad) 
 0 = 0,02 (rad) 

 
Hình 5.Bộ điều khiển gán cực cho mô hình 

phi tuyến 

Các kết quả mô phỏng trong hình 6, 7 và 
8, cho thấy bộ điều khiển chỉ có thể giữ ổn 
định cho hệ thống ở những góc khởi động 
0< 0,05 (rad). 

Kết quả mô phỏng thử nghiệm khả năng 
chịu tải của con lắc ngược với bộ điều 
khiển (3.7), hình 9 và 10, cho thấy hệ thống 

chỉ ổn định khi khối lượng thân con lắc nhỏ 
hơn 1,25 (kg). 

 
Hình 6. Mô phỏng bộ điều khiển tuyến tính 

hóa điểm làm việc. 0 = 0,005 (rad) 

 
Hình 7. Mô phỏng bộ điều khiển tuyến tính 

hóa điểm làm việc. 0 = 0,01 (rad) 

 
Hình 8. Mô phỏng bộ điều khiển tuyến tính 

hóa điểm làm việc. 0 = 0,05 (rad) 
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Hình 9. Mô phỏng bộ điều khiển tuyến tính 
hóa điểm làm việc. Mp = 1,2 (kg). 0 = 

0,005 (rad) 

 
Hình 10. Môphỏng bộ điều khiển tuyến tính 

hóa điểm làm việc. Mp = 1,25 (kg). 0 = 
0,005 (rad) 

3.2. Tuyến tính hóa bằng hồi tiếp [1], 
[9] 

Với mô hình hệ thống phi tuyến (2.16), 
đặt  là tín hiệu điều khiển mới, áp dụng 
luật điều khiển hồi tiếp tuyến tính hóa (3.8). 

 
(3.8) 

Mô hình Simulink của hệ thống mới, sau 
khi thực hiện tuyến tính hóa bằng hồi tiếp 
được trình bày trong hình 11. 

 

Hình 11.Mô hình hệ thốngđược tuyến 
tính hóa bằng hồi tiếp 

Hàm truyền của hệ thống sau khi tuyến 
tính hóa bằng hồi tiếp là [9]: 

 
(3.9) 

Bộ điều khiển gán cực có dạng sau: 

 
(3.10) 

Phương trình đặc trưng: 

 (3.11) 

Ta sẽ đặt các cực tại các vị trí (-20 – j, -
20 + j, -14 – j, -14 + j). Phương trình đặc 
trưng mong muốn: 

 

 
(3.12) 

Cho (s) = d(s), đồng nhất hai vế, ta 
thu được d1, d2, d3 và c1, c2, c3. Từ đó, ta có 
hàm truyền của bộ điều khiển như trong 
biểu thức (3.13) 

 
(3.13) 

Với bộ điều khiển vừa tính toán được, ta 
thực hiện mô phỏng với mô hình cho trong 
hình 12. Kết quả mô phỏng được trình bày 
trong các hình 13 - 16.  

 
Hình 12.Mô phỏng bộ điều khiển gán cực 
cho hệ thống tuyến tính hóa bằng hồi tiếp 

 
Hình 13.Mô phỏng bộ điều khiển tuyến tính 

hóa bằng hồi tiếp. 0 = 0,005 (rad) 
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Hình 14. Mô phỏng bộ điều khiển tuyến 
tính hóa bằng hồi tiếp. 0 = 0,01 (rad) 

 
Hình 15. Môphỏng bộ điều khiển tuyến tính 

hóa bằng hồi tiếp. 0 = 0,05 (rad) 

 
Hình 16.Mô phỏng bộ điều khiển tuyến tính 

hóa bằng hồi tiếp. Mp = 1,2 (kg), 0 = 
0,005 (rad) 

 

 
Hình 17.Mô phỏng bộ điều khiển tuyến tính 

hóa bằng hồi tiếp. Mp = 1,5 (kg), 0 = 
0,005 (rad) 

4. KẾT LUẬN 

Bài báo đã trình bày chi tiết các bước 
thiết kế và mô phỏng bộ điều khiển gán cực 
kết hợp với hai phương pháp tuyến tính 
hóa: Tuyến tính hóa tại điểm làm việc và 
Tuyến tính hóa bằng hồi tiếp. Qua các kết 
quả mô phỏng trình bày trong mục 3.2 và 
3.3, ta nhận thấy: 

 Bộ điều khiển thiết kế theo phương 
pháp tuyến tính hóa bằng hồi tiếp cho đáp 
ứng nhanh hơn phương pháp tuyến tính hóa 
điểm làm việc. 

 Bộ điều khiển thiết kế theo phương 
pháp tuyến tính hóa điểm làm việc chỉ có 
thể ổn định hóa hệ thống khi góc nghiêng 
của con lắc nhỏ hơn 0,05 (rad). Bộ điều 
khiển tuyến tính hóa bằng hồi tiếp có khả 
năng ổn định hóa hệ thống với góc nghiêng 
lên đến 0,05 (rad) (hình 15). 

 Bộ điều khiển tuyến tính hóa bằng 
hồi tiếp cho phép ổn định hóa con lắc 
ngược khi trọng lượng của thân con lắc thay 
đổi tốt hơn bộ điều khiển tuyến tính hóa 
điểm làm việc.  
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